Direkte M ethoden

Obwohl im allgemeinen die Phase und die Amplitude einer Welle zwei unabhangige Grol3en
darstellen, kénnen im Falle von Strukturfaktoren diese beiden GrofRen zueinander in

besonderen Beziehungen stehen. Von diesen Beziehungen wird bei den direkten M ethoden

Gebrauch gemacht. |m wesentlichen spielen dabel zwei Eigenschaften der Elektronendichte-
vertellung eine wichtige Rolle;

» die Elektronendichteist Uberall im Raum positiv:r(r)2 0
» die Elektronendichte ist diskret im Raum verteilt (diskrete Verteilung der Atome)

Vergleich zwischen normaler und

Aus der zweiten Bedingung (,, Atomizitat*) konnte ,quadratischer* Elektronendichte

Sayre 1953 elne bedeutende Beziehung herleiten: ..

| |
FUr eine Struktur mit Atomen einer Sorte, die ‘_Z\ A / /\ /\ ‘

an wohl definierten Platzen in der Zelle liegen,
sind die Funktionen r (r) und r 2(r) sehr ahnlich
und zeigen Maxima an denselben Orten (siehe

J zeigen Maxdmaan ¢ _ A A U
Beispiel einer 1-dimensionalen Anordnung in [\ / \ , /
der Abbildung). P P \_J
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Direkte Methoden: Sayre-Gleichung

Flr Kristallstrukturen die aus gleichen (und nicht ,, Gberlappenden®) Atomen bestehen,
héngen die Phasen hauptséchlich von der Lage der Atome in der Zelle und nicht von der
Form der Atome ab. In Ubereinstimmung damit liefert sowohl die Elektronendichte al's auch
die, quadrierte Elektronendichte” Strukturfaktoren mit gleichen VVorzeichen. Fur die
Elektronendichte gilt (in abgekirzter schrelbweise mitr = x,y,zund h = h)k,I):

r(r) :1/\/& Fhe—izphr und T 2(r) :1/Vé_ the—inhr
" h

mit dem hypothetischen Strukturfaktor F,' fir die quadratische Dichteverteilung.

rr)=r(r)x(-r) mith2 = h und hl—h2 = h bzw. hl = heh’

60— o U6 o iy Ul folgt:

=g/vVa Fe ™ gdivVa Re™ g \ ..

:f/VZéh é Fthh:Jee-in(hlrj h2)r r*(r) :1/Véh illV%t Fh¢|:h+h¢§e-l2phr
hl\ h2 ) mlt

=1V {1V Fthhzge-in(hl- oy

h1 | h2

F'= (1/V)é. Fodh e
he
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Direkte Methoden: Sayre-Gleichung

Aus dem quadratischen Strukturfaktor kann mit Hilfe des Faktors g, eén normaler Struktur-
faktor bestimmt werden:

F. =@/ gV)A FoFoine Sayre-Gleichung
h¢

Der Strukturfaktor (bzw. das Vorzeichen des Strukturfaktors §,) Fy, ist aso mit der Summe
von Produkten anderer Strukturfaktoren verkntpft:

S = Sihene > S. =SS

Man findet die gegebene Regel im allgemeinen gut erfiillt, solange die Betrage von F, Fy;
und F. gleichzeitig grof3 sind.
Allgemeine Schreibweise Bestimmung Wahl der Vorzeichen:

Snl+h2,k1+k2,|1+| 2 Snl,kl,IlSnZ,kZ,IZ

Diese Beziehung erhielt spéter von Zachariasen und Karle, Hauptmann eine besser gefestigte
statistische Grundlage, und erlaubt eine Phasenbestimmung fir Strukturen von bis zu etwa
50 — 100 Atomen pro Elementarzelle.
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Direkte Methoden: Sayre-Gleichung

Graphische
Veranschaulichung
Jedem der 3 Vektoren rr:‘¢; r;; r;+h¢ der Sayre-Beziehungen
ist ein Ebenensatz von Fourierellen
mit der Amplitude F zugeordnet.

In der Abbildung sind die Maxima (—)
und die Minima (- - - ) der 3 Fourierwellen
im Bereich der Elementarzelle dargestellt.

In den vier Teilbildern sind die vier moglichen
V orzeichenkombinationen zwischen S, und Sy
dargestellt. Wenn F, und F,; hohe Betrage
haben, liefern sie im Schnittpunkt der Wellen-
maxima hohe Dichtebeitrage (dargestellt durch
Kreise). Das Ergebnis ist dem Ergebnis durch
Berechnung analog.
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Direkte M ethoden: Harker-Kasper-Ungleichungen

Diein der Mathematik als Chauchy-Schwartzsche-Ungleichung bekannte Beziehung

2

Y - ¥ ¥
A ah £y 2K

e n=1 ﬂ n=1 n=1

kann auch far Integrale definiert werden. Hierbei wird der Strukturfaktor gegeben durch:
Fh,k,l =V C‘I‘ir (X, Y, Z)ei 2p(hX+ky+Iz)dXdde

Aus praktischen Grinden wird bel dieser Betrachtung die sogenannte unitare Struktur -
amplitude eingefihrt:

Uikt = F 1Z

Diese Grof3e hat dieselbe Phase wie Fy k, aber ihr Betrag ist so festgelegt, dass ihr Maximal-
wert Fooo/Z = 1 (alle Elektronen streuen im Reflex 000 phasengleich). Der Betrag der unitéren
Streuamplitude ist daher ein Mal3 fur die Streuausbeute eines Reflexes h,k,l.

Die Anwendung der Chauchy-Schwartzsche-Ungleichung auf Uy, gibt jetzt in Abhangigkeit
der im Kristall vorliegenden Symmetrie einen Satz von Ungleichungen die fir die Phasen-
bestimmung genutzt werden konnen (siehe Tabelle nachste Seite).
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Direkte M ethoden: Harker-Kasper-Ungleichungen

Listeder Harker-K asper-Ungleichungen fur

Die Harker-Kasper-Ungleichungen ver schiedene Symmetrieelemente

geben im wesentlichen Infor- Symmelsie-
. . . element || ¢ | Einschrink
mationen Uber das Vorzeichender e B
Strukturfaktoren an (z.B. wichtig ! |Unal2 < 1
.. . 1 Tiw < i 41U,
flr zentrosymmetrische Strukturen | émlﬂ s i ; o
R 2] 5 Ueh 2k 0
mItJ - O Oder p) 2, |I (-"T?aki\lz < ;]», + %(_1)i Usp 2 o
Obwohl es ein grof3e Zahl von =m :L <5 +alouo
. . a .U;LH‘Q Sg ‘f—'g(‘*l)k Uooa
UngIeICh.ungen fur entSpreChende 3 [ Upal? < % + %”"‘rm—m(h car) o] COS 2T dunkyniznro
Symmetrieelemente gibt, ist die 31, 3 Uil < 3 + 21U ar 200l €08 27 (dan_syansanro + 1)
Anwendung auf komplizierte 8=3+1| Uy =g+ slnmaut3Uiian+300nnomn
] [Uma]* € 3 4+ FUo 20 + LU G iy rmro
Strukturen mit mehr als 5 4,, 45 [Unal? < 3+ L= 1) Uy oo + 1(cos 2030 Uiy inriro.
Atomen in der asymmetrischen 4 [Unal? < 3 4 Um0 + 3(= D! Vs
Einheit der Elementarzelle nicht Umal* < & + FUs a0 + FHUonamnl cos 2m66-00 b
. . . 6 [Unal* < '(!{ + %'U?h 20 %[l-y[hfk)(h p2iyo -;;(.-‘rhko
hl nrel Chend WI rksam Um a”e 61, 65 |Umfz < (1; + %(—1)£ Ushoor o + %—(COS 2’”71;17) U ey (kg 2y 0
. + 1_1;(003 202 U o
Phasen zu bestimmen. 62, 6. Unal? € 5 4 $Us s o + $(c0s 2050 Uinsys o0 -+ 3 cos 2030 Lok
6; . 5{:",&1::!2 < % + é(-— UE Uap o2k o + 7‘1;(;(};7&)(“2&)0 + -;ZL;(* 1)1 {7 hko
=>Kombination mit anderen 6== 0wl <&+ 3000u + $1Ua om0l €08 2réu_iozno
Bed| ngungen I +%|[-"'Ych—k)ch+2k)2z| COS 27 P h_t) (h2k)2l
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Direkte M ethoden: Harker-Kasper-Ungleichungen

o _ _ Graphische Veranschaulichung der
Beispie fur das Symmetriedlement 1 Har ker-K asper-Ungleichungen fiir eine
zentrosymmetrische Struktur

Es gilt die Einschréankung:

1 1 ."_ -dy "y @
Uﬁ,kl_2+2U2h2k2I F: k N\,
i \ \ /
Die Groe U, ergibt sich direktaus _\d AN /
dem Messwert | 1. Unter bestimmten . 74% i \ /\ 5&; A A

Umstanden l&sst sich nun das V orzeichen

von U2h,2k,2| bestimmen (Wenn U2 hk|l 3 1/2) L | . .
TN /N
. .y E ¢ - S SR S . S
Wenr.l Frhki , SE €snun F)OSI'[IV oder . - / ,// \\ i x\\__
negativ, genigend grof3 ist, muss B N : :
Fon 2k 21 €N positives V orzeichen a: daf N e T \ 7N
. ~
besitzen. _74\\ il — S S \ﬁ%
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Strukturaufklarung: Beispiel NaCl

Eine der ersten Strukturen, die von Sir Lawrence Bragg 1913 gel 6st wurde.

Kristalldaten:

System: kubisch

Dimension der

Einheitszelle: a=5.638 A
V=179.2 A3

r=2.165 g/cnm?®

M, =58.44

n=4

Bedingungen fur mogliche
Reflexe: h+k=2n; k+I=2n (I+h=2n)
M 6gliche Raumgruppen:

F 23, Fm3, F 432, F 43m, Fm3m

Analyseder Symmetrie:

Mit n=4 kann ein Atom (z.B. Na) im
Ursprung (0,0,0) positioniert werden.
Die Symmetrie aquivalenten Positionen
fir Na-Atome sind dann:

000 0~ 1. 1ol 11,
22 2 2 22
Fir F-Gitter gibt es nun zwel Moglichkeiten

fur die Lage der Cl-Atome:

@ =00 010 005 11
2 2 2" 2'2'2
() 111,331 133 313
4'4°4° 4°4°4 444 444

(b) => Laue Symmetrie m3: F 23, Fm3
() => Laue Symmetrie m3m: F 432, F 43m, Fm3m
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Strukturaufklarung: Beispiel NaCl

Strukturfaktorberechnung:
Eine Unterscheidung zwischen dem Strukturmodell (a) und (b) kann Uber den Vergleich
|[Fons| mit |Fc4| erfolgen.

hkl | Fohkl) | Fo(hk))

Fir ein F-Gitter gilt: Model (&) | Model (b)
v, 200 | 4f\ o) | Afyfo)
F(hkl)=48 fexp- 2pi(hx +ky; +1z)] | 220 | afsty) | 4ty

j=1
. . 1,11 A(f a' ) 4(f 2+f 2)1/2
Die Struktur des Models (&) ist Na °Cl cl

zentrosymmetrisch: 222 | Af Mo | Alfyfo)
F(h k1) =4{f, + fycos2p[(h+k+1)/2]

o _ Mit Zyo= 11 und Z = 17 kbnnen diese
Fur die Struktur des Models (b) gilt: berechneten Strukturfaktoren mit den

beobachteten F,s verglichen werden (siehe
F(hk,I)=4{f, + fy cos2p[(h+k+1)/4] Tabelle nichste Seite),
+4i{fy sn2p[(h+k+1)/4]}
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Strukturaufklarung: Beispiel NaCl

Strukturfaktorberechnung:

Flr den Vergleich Fy,s mit F ,
TABLES5.1. Observed and Calculated Structure Factor Amplitudes

werden die TemperaIurfaktpren for NaCl
von <u>2= 0.025 A2 fiir beide
Atomsorten beriicksichtigt hki £, [Fl KIF,]  AF(=K|F,|=|F.]
_ _Bxsng/l )2 200 209.0 81.6 86.5 4.9
fo(s) = f(s)e B 400 115.6 45.6 47.9 23
600 53.2 253 22.0 -33
mit B = 8p2<u>2 800 26.7 12.7 11.1 -1.6
220 162.9 64.3 67.4 3.1
. . y 440 61.5 28.1 25.5 -2.6
Aus diesem Vergleich fir nur 660) 245 10.6 10.1 -0.5
wenige Reflexe wird deutlich, 50 4;5 1;(‘) 2(1)-;’ 12
dass das Model (a) mit den 222 127.7 53.3 52.9 -0.4
gemessenen Daten Ubereinstimmt. 333 19.6 7.3 8.1 0.8
444 41.7 18.6 17.3 -1.3
555 4.9 3.7 2.0 -1.7

YIF,|=901.2 YjF.|{=3732 Y K|F,|=373.1 Y|AF|=25.5

Flr den Skalierungsfaktor
ergibt schK =0.414
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Strukturaufklarung: Beispiel NaCl

Kristallstruktur von NaCl

— Corner site

R-Wert: — Face sit
ﬁ/ f/ — Edge si
‘ Fobs‘ ‘ calc ‘ m ‘;f }/ {}_Af:
&r} 1~; Jj

= a ‘Fobs‘ <P 18y IC
Mit den Werten in der Tabelle (S. | [ Cﬁj’fl[{ﬂ)ﬂﬁ A

53 unten) ergibt sich ein Wert
von R = 0.068. Ein solcher Wert
deutet auf eine ausreichend gute |

Ubereinstimmung zwischen /‘J\ é%

Model und der experimentell

beobachteten Struktur hin. s (? O @
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Strukturaufklarung: Bacteriorhodopsin in Purpurmembranen

Variation der Hydratisierung
uber Umgebungsatmosphare N
mit unter schiedlicher relativer

L uftfeuchtigkeit

stack of hydrated membranes

side view: stacked membrane layers

%‘%’%"“““é‘%ﬁﬁ?“m

K .ru'T VA ¥
T &M 'Thz

o

_— ——— ——
—_——— ey

e e ————

sample support

Hydratisierte Membranstapel
- Nahezu physiologische Bedingung fir BR

- Probentyp geeignet fir zahlreiche Techniken:
Spektroskopie, Streumethoden (Neutronen,

Rontgenstrahlung), etc.
Einzelfragmente: EM
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Beugung an Membranstapeln

. senkrechter” Einfall Sstreifender” Einfall

»in-plane’ - Reflexe ,in-plane” - Reflexe

o~

- o 'v
— [l =/ = _—
- —- —
S—
' r
lameéllar e Reflexe

Ewaldkugel

7hmellcre Reflexe
, In-plane* Reflexe:

lamellare Reflexe 'Ordnung in der N
\ Membranebene / | .
™ 1
\ ' : )
lamellar e Reflexe: VA b
«Schichtdicke )
«Stapel ordnung

Ewaldkugel
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Strukturaufklarung: Bacteriorhodopsin in Purpurmembranen

BR-Asp96Asn at 100%, 75%, 57% and 15% r.h.

Radial integrierte Reflexintensitéten

e 1007% r.h. ground state
80 illuminated
£ 407 2
“ -
#1 ca |
| L
IML
i) Il; _.-..IA Il'.l 'IL._F
0,00 0,02 0,04
i {4,1)
U fomeh. & 7E%rh
20 | 204 @ |'|
13.2) || 4 n f1-E-] r|
|
&
04 &2 ) 'l 35 [z_2>|| 1 . I
{ | A AR I
AV VUV
0 Yoo WU LI o e B il
| T L 1
0,08 o.07 0,08 0,08 0,08 0.07 0,08 0,09
5% rh 15% r.h
20 204
] 3.1 (1) 3.1} 1)
22 32} 42;]\ ':3.23 .'f\
- | -
L | il |il||| H 1 | If‘l, | |’
| M | \ R \ [
4 | | I'Mj \"J '\-l E ¥ Ill II| \ )I q“ |I
SN J oA AN :
(1] T T ¥ T T I‘J"Ll D‘L’v Y l?')l ,H!’HJP - l.ﬂu'
0,06 0,07 0,08 009 0,08 0,07 0.08 0,09

des indizierten hexagonalen Gitters

Zur weiteren Berechnung der
Elektronendichteverteilung wurden Phasen
benutzt, die mit Hilfe der Elektronen-
mikroskopie gemessen wurden.

Beugungsbilder gemessen mit 2-D Gittern liefern
im allgemeinen auch nur eine 2D Strukturinformation.
=> projizierte Struktur
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Projizierte Struktur des Bacteriorhopsins

Q

Drei BR Molekile /

=

(Tri_mer_e) in der =/ f @O ). - © o R
Einheitszelle N @) @\ . L oy ©) ©)

A )=

©
r . )

Elektronendichte der
trans-Membran Helices Kristallographie | 236



Neutronenbeugung an hydratisierten Membranstapeln

Stapelreflexe Membran hydratisiert mit D,O,
he 1 2 3 L 5 Kuhl-/Heizrate: 5-40K /h
ﬂ 25 r T, (pure D,0)
x15 T i
T mh
70 1" -
J —~ g 100% .,
U J |
< 60- T / i
— * | Bestimmung des o ' /J,ﬂ.,_n_n_é__@_ud._w 94% r.h.-
periodischen 55 4 M T . _
- e e e .
Schichtabstandes d, . | 86% r.h,
im Membranstapel 50 .. T A 0%t
230 240 250 260 270 280 | 290 300

» Hydratwasser wird unterkthlt bis Ty,
» Dehydrierung durch Kihlung
* T+, hAngt vom Hydratisierungsgrad ab.

T [K]

Schichtdicke der reinen
Membran ohne W asser
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Neutronenbeugung an hydratisierten Membranstapeln

Eisbildung:

(100)-Reflex des polykristallinen hexagonalen Gitters

0,8

0,7

0,6
0,5
0,4 H

0,3 H

intensity

0,2 H
0,1+

0,0

Tm 1
: D1-100% D20 |

-

H1- 98% D20 -

RL1-94% D20 7

-0,1
220

Unterhalb von Ty, bildet ein Tell

des Hydratwassers Eiskristalle aus.

280 300

Dieser Tell des Hydratwassers
»  befindet sich dann nicht mehr im

Inter-Membranberei ch.
=> Beobachtbare Abnahme des
, lamellaren Spacings* d.
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Beispiele der Neutronenstreuung

M agnetische Streuung

Besitzt die Elektronenschal e eln resultierendes magnetisches Moment, tritt neben der
Kernstreuung eine weitere Streuung durch die Elektronenhiille der Atome auf. Dadie
Wellenlange der Neutronen vergleichbar den Ausmalien der Elektronenhille ist, zeigt
diese magnetische Neutronenstreuung eine Winkelabhangigkeit, wie wir Sie von
der Rontgenbeugung kennen: f,, (sng/l ).
Die magnetische Streuung fuhrt Gber Kristallinterferenz nur dann Reflexen, wenn die
atomaren Spins geordnet sind.
paramagnetische Substanzen (ungeordnete Spins) => inkohérente Streuung

=> diffuse Untergrundstreuung

ferro- , ferri, und antiferromagnetische Substanzen zeigen in grof3eren Doménen
geordnete Spins (unter best. Beding.) => koharent Streuung => Reflexintensitéten

Die Strukturfaktoren konnen fir die Kern- und die magnetische Streuung getrennt
geschrieben werden:

h* k* I* sind die Indizes fir
Atome mit magnetischen

y
* * * (o] (o] (o) Lk * *
Moment Fmagn(h kL ): aaa fm(S)ezp'(h x+k"y+"2)
X vy z

N
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Beispiele der Neutronenstreuung

M agnetische Streuung

Fur das gemessen Beugungsbild erhalt man die Summe aus beiden Anteilen:
2 : .
\Ftot(h,k,l)f:\FKan(h,kJ)f+q2‘|:mg(h,k,|)‘ mit g’=sn’a

und a dem Winkel zwischen der Normalen der reflektierenden Ebene und dem
Magnetisierungsvektor. Die Gitterkonstanten des ,, magnetischen” und des,, strukturellen*
Gitters mussen nicht notwendigerwel se Ubereinstimmen

(=> z.B. magnetische Uberstruktur).
In dem Fall der Nichttbereinstimmung sind rein ,, magnetische Reflexe” zu beobachten.

Die magnetische Neutronenstreuung kann wertvolle Informationen tber
Spindichteverteilungen liefern.

Beispiele:
» Spindichtevertellungen ungepaarter Elektronen (3d bzw. 4f —Elektronen) in MnCOs,
oder in Y 3FesO0qo.

»durch externe Magnetfelder ausgerichtete Spins von paramagneti schen Substanzen
(Z.B. bel KzNach6).
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Bespiel: Antiferromagnet MnO 120 T e @ G

MnO

Magnetische Streuung

ool i o
80t
60}

40

20}

(100)  (110) (111) 200) (311)
i t t

0
100

Intensity [neutrons/min]

80F )

sol 293 K

40| )

20}

10 20 30 40 50

Scattering angle [degrees]

Phasentibergang zum Antiferromagnetismus bei 120 k, oberhalb
dieser Temperatur ist MNO paramagnetisch und die magnetische
Streuung ist diffus bzw. inkohérent und tragt somit nicht zu den

Reflexen bei.
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Magnetische Streuung

Bespiel: MnF,

500

400F

300¢
T =23K

200F

100

N
A
AY

_______ 200, _ %

0 {100} {(110)' (001} (101) (111) {210) {201)
300t
T = 300 K
200
Gitter: bbc, tetragonal, 100 L= .
innenzentriertes Mn mit L 1 | j . eetmosossenses
antiparallelem Spin 10 15 20 25 30 35 20

Counter angle [degrees]

In der antiferromagnetischen Phase (T=23 K) kommen die Reflexe (100) und (201) hinzu.
Gleichzeitig Uberlagern die magnetischen Reflexe (111) und (210) die dort schon vorhandenen
Strukturreflexe. In diesem Bespiel sind die magnetischen und strukturelle Gitterparameter
identisch. Dahier at c gilt zeigen die Reflexe (h,k,l) nicht die gleiche Intensitat wie z.B. (I,h,k).
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